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Abstract
The problem of a thread whose extremity is beyond the Schwarzschild
horizon is discussed.
We present a new coordinate system allowing to write the Schwarzschild
metric in all regions.
The system of coordinates introduced appears to be particulary indicated
to study the passage of extended bodies throuth the Schwarzschild horizon,
as it is the case of a thread that continues to attach a fisherman to a fish that
entered a black hole.
Resume´
On discute le proble`me d’un fil dont l’extre´mite´ de´passe l’horizon de
Schwarzschild rh = 2m ;
ds2 = −dr2
(
1− 2m
r
)
−1
− r2
(
dθ2 + sin2 θdφ2
)
+
(
1− 2m
r
)
c2dt2
Le changement de coordonne´es:
r = r0 − cK
(
τ − x
B0
)
; B0 = cK
(
1− 2m
r0
+K2
)
−
1
2 ;
(
r0 ≥ 2m , 0 < K
2 <∞
)
t =
x
cK
−
1
cK
∫ r
r0
(
1−
2m
r
+K2
) 1
2
(
1−
2m
r
)
−1
dr
la coordonne´e x e´tant la longuer d’un fil inextensible et τ le temps marque´ par
des horloges lie´s aux points du fil, permet d’e´crire la me´trique de Schwarzschild
sous la forme:
ds2 =
[
c2
B0
+ 1
K2
−
2m
K2r
−
2c
KB0
(
1− 2m
r
+K2
) 1
2
]
dx2 − r2
(
dθ2 + sin2 θdφ2
)
+
2
[
−
c2
B0
+ c
K
(
1− 2m
r
+K2
) 1
2
]
dxdτ + c2dt2
qui peut eˆtre utilize´ dans toute la region r > 2m
1+K2
.
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On sait que l’horizon de Schwarzschild est une patologie lie´e au choix des coordonne´es
habituellement utilise´es dans l’e´criture de la me´trique de Schwarzschild:
ds2 = −dr2
(
1−
2m
r
)
−1
− r2
(
dθ2 + sin2 θdφ2
)
+
(
1−
2m
r
)
c2dt2 (1)
Eddington, Kruskal, Novikov et d’autres ont presente´ des syste`mes de coordonne´es pour
lequeles il n’y a pas en r = rh = 2m aucune sorte de singularite´ et il est possible d’e´tudier
le mouvement des particules (et des photons) qui traversent rh = 2m et tombent en r = 0.
La distance statique (a` t = ct.) entre un point r0 > rh et rh = 2m donne´e par:
d(rh, r0) = −
∫ rh
r0
(
1−
2m
r
)
−
1
2
dr (2)
e´tant finie, il se pose d’emble´e le proble`me de savoir ce qui arrive a` un fil suspendu en r0 et
dont l’extre´mite´ pe´ne`tre en rh (il suffit pour cela d’avoir une longuer L supe´rieur a` d(rh, r0).
Nous pouvons imaginer, par example, que le fil sort avec une vitesse constante d’un treuil
place´ en r0.
Une particule partie de r0 en chute libre ou en mouvement force´ ne peut attendre rh
avant t =∞. De plus, une fois arrive´e en rh, la particule tombe, ine´vitablemente, en r = 0.
Un point mate´riel ayant atteint rh ne peut donc retourner a` r0.
Comment, dans ces conditions, imaginer un fil dont l’extre´mite´ de´passe rh ? Nous pou-
vons imaginer que le treuil qui a laisse´ sortir le fil renverse sa marche. Comment concilier
cette possibilite´ (toujour imaginable) d’inversion de la marche du treuil avec l’impossibilite´
de re´cuperation du fil ? Comment imaginer le simple cas d’un fil avec une extremite´ fixe en
r0 et l’autre tombant ine´vitablement en r = 0 apre`s avoir de´passe´ rh ?
Si nous travaillons avec un fil inextensible (rigide-inde´formable a` une dimension aux sens
de Born) nous nous trouvons, sans aucune doute, devant des situations paradoxales. Mais
ces paradoxes sont semblables a` bien d’autres qui surgissent en Relativite´ Restreite et en
Relativite´ Ge´ne´rale quand nous utilizons le corps rigide-inde´formable de Born (simple notion
ge´ometrique) comme mode`le des objects physiques e´tendus que nous imaginons en mouve-
ment dans nos expe´riences mentales.
Les paradoxes disparaisent quand nous considerons des corps de´formables sumis a` des
lois e´lastiques.
Les lois e´lastiques relativistes [1], [2], [3], [4], y compris celle qui correspond au cas limite
des corps dans lequels les ondes de choc se de´placente avec la vitesse c (que j’appellerai les
ve´ritables corps rigides [5]):
p =
ρ00c
2
2
(
1
s2
− 1
)
; s =
L
L0
(ρ00 densite´ propre iniciale) (3)
2
ont cette proprie´te´ curieuse; la pression p tends vers une valeur finie quand L tends vers
l’infini. On peut donc e´tirer de fac¸on illimite´e un fil, meˆme si a` la limite il est rigide. Le fait
qu’une extremite´ du fil tombe en r = 0 est ainsi parfaitement conciliable avec la possibilite´
pour l’autre d’eˆtre fixe en r0, ou meˆme d’eˆtre receuillie par un treuil.
Un peˆcher qui laisse un poisson entrer dans un trou noir pourra, par la suite, rembobiner
le moulinet pour un temp illimite´, sans re´ussir a` l’en faire sortir ni l’empeˆcher de tomber a`
r = 0, tout en le tenant toujours au but de sa ligne.
Etudions, pour le moment, le mouvement d’un fil inextensible sorti avec une vitesse con-
stante d’un treuil place´ en r0.
Soit ∆x¯ = cK∆t la quantite´ (longueur propre) du fil qui sort du treuil dans l’intervale
∆t (dans la direction de r = 0). On trouve (apre`s des calculs que nous expliciterons par la
suite) que la quantite´ du fils en mouvement comprise entre r1 > rh et r0 (que nous pouvons
appeler distance dynamique) est donne´e par:
dk(r1, r0) =
∫ r0
r1
(
1−
2m
r
+K2
) 1
2
(
1−
2m
r
)
−1
dr (4)
Nous constatons que dK(rh, r0) a une valeur infinie (meˆme pour des K tre`s petits). Le
treuil peut donc travailler pendant un temps infini sans que ”du point de vue de t” l’extremite´
du fil arrive a` rh. (ce re´sultat est bien d’accord avec l’impossibilite´ pour un point mate´riel
d’atteindre rh dans un temps t fini, ce qui ne signifie pourtant pas que le temps propre pour
un voyage de r0 a` rh soit ne´cessairemente infini).
Cherchons l’equation x¯ = x¯(r, t) que de´crit le mouvement du fil. La coordonne´e x¯ sera
la longuer propre du fil compte´e a` partir du point x¯ = 0 qui passe en r0 a` l’instant t = 0.
La condition d’inextensibilite´ impose que les quantite´s de fil ∆x¯ qui passent en r0 et r1
dans le meˆme intervale ∆t soient les meˆmes. Nous avons ainsi:(
∂x¯
∂t
)
r1
=
(
∂x¯
∂t
)
r0
= cK ; (K = ct.) (5)
Les observateurs imobiles en r voient passer les points du fil avec la vitesse:
v =
(
∂x¯
∂t
)
r
(
1−
v2
c2
) 1
2
(
1−
2m
r
)
−
1
2
(6)
En faisant les calculs nous obtenons:
v = cK
(
1−
2m
r
+K2
)− 1
2
; (0 < v < c) ⇒ (0 < K2 <∞) (7)
En calculant la ”distance dynamique” dK(r, r0) a` partir de:
dK(r, r0) =
∫ r0
r
(
1−
v2
c2
)
−
1
2
(
1−
2m
r
)
−
1
2
dr (8)
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et en utilizant (5) et (7) nous obtenons (4).
La quantite´ de fil qui est passe´e en r a` l’instant t est celle qui est sorti du treuil dans
l’intervale [0, t] moins celle qui est entre r et r0 (a` t = ct.). Nous pouvons donc e´crire:
x¯(r, t) = cKt− dK(r, r0) (9)
Pour calculer le temps propre dτ necessaire pour qu’un point du fil (x¯ = ct.) parcoure
dr nous utilizons cdτ = ds et la relation:
0 = cKdt+
(
1−
2m
r
+K2
) 1
2
(
1−
2m
r
)
−1
dr (10)
obtenue de (9) pour le cas x¯ = ct.. Ces expressions nous donnent:
dr = −cKdτ (11)
re´sultat particulie`rement simple. Le temps propre necessaire pour qu’un point du fil aille de
r0 a` r1 est donc:
r1 = r0 − cK∆τ = r0 − cK(τ1 − τ0) (12)
Admettons que les points du fil qui sort du treuil place´ en r0 sont munis d’horloges (qui
marquent le temps propre τ) et que ces horloges sont re´gle´s au passage de r0 conformement
a` la formule:
τ = t
(
1−
v2
c2
)
−
1
2
(
1−
2m
r0
) 1
2
(13)
(Ce processus de reglage fait que les horloges du fil soient re´gle´s entre eux au passage en r0).
En utilisant (7) et (9) nous obtenons:
τ =
x¯
B0
; B0 = cK
(
1−
2m
r0
+K2
)
−
1
2
(14)
Representons par τ¯ le temps marque´ par les horloges du fil re´gle´s par le processus indique´.
En utilisant les formules (12), (14), (9) et (8) nous pouvons e´crire:


r = r0 − ck
(
τ¯ − x¯
B0
)
t = x¯
cK
−
1
cK
∫ r
r0
(
1− 2m
r
+K2
) 1
2
(
1− 2m
r
)
−1
dr
(15)
Pour un K donne´ (x¯, τ¯) est un syste`me de coordonne´es qui peut e`tre utilise´ dans le re´gion
r > 2m. En calculant les gαβ respectives nous obtenons:
gτ¯ τ¯ = c
2 ; gx¯τ¯ = −
c2
B0
+ c
K
(
1− 2m
r
+K2
) 1
2
gx¯x¯ =
c2
B0
+ 1
K2
−
2m
K2r
−
2c
KB0
(
1− 2m
r
+K2
) 1
2
(16)
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Ces coeficients sont definis et n’ont pas de singularite´s pour r > 2m (1 +K2)
−1
. Le
calcul direct du tenseur de Ricci donne Rαβ = 0. Le syste`me (x¯, τ¯ ) peut donc eˆtre utilise´
en alternative a` (r, t) non seulement dans la region r > 2m, mais dans toute la re´gion
r > 2m
1+K2
. En choisissant un K suffisament grand ont peut approcher cette re´gion du centre
r = 0 autant qu’on le veut.
Le premier re´sultat (16) e´tait pre´visible e´tait donne´ que τ¯ est un temps propre. En
utilisant les suivants et en faisant les calculs nous obtenons:
γx¯x¯ = gx¯x¯ − g
2
x¯x¯ g
−1
τ¯ τ¯ = −1 (17)
ce qui traduit la condition que nous avons impose´e de`s le debut, a` savoir, que x¯ soit la
longueur d’un fil inextensible.
En faisant en (14) r0 = 2m, ce qui correspond a` mettre le treuil a` rh = 2m (ce qui
est impossible), ou a` le mettre ailleurs mais a` re´gler les horloges de fac¸on telle qu’ils soient
accorde´es au passage en rh, nous obtenons B0 = c. Dans ce cas, les formules (15) et (16)
prenent la forme plus simple;


r = r0 +Kx¯− cKτ¯
t = x¯
cK
−
1
cK
∫ r0+Kx¯−Kcτ¯
r0
(
1− 2m
r
+K2
) 1
2
(
1− 2m
r
)
−1
dr
(18)
et
gτ¯ τ¯ = c
2 ; gx¯τ¯ = −c +
c
K
(
1− 2m
r
+K2
) 1
2
gx¯x¯ =
1
K2
(
1− 2m
r
+K2
)
−
2
K
(
1− 2m
r
+K2
) 1
2
(19)
En r = rh = 2m, ces coefficients prennent les valeurs gτ¯ τ¯ = c ; gx¯τ¯ = 0 et gx¯x¯ = −1, ce qui
montre que les coordonne´es (x¯, τ¯) sont localement les coordonne´es d’un syste`me euclidien
associe´ au fil. Elles sont donc particulie`rement propices a` l’e´tude des objects e´tendus qui
entrent dans les trous noires. 1
1Madame Choquet-Bruhat, membre de l’Academie des Sciences de Paris, m’a donne´ l’honneur de
pre´senter ce texte dans une se´ance de l’Academie, en 1982. Il n’a pas e´te´ publie´ dans les Comptes
Rendues parce que un ”referee” a conside´re´ ce syste`me de coordone´es sans inte´reˆt.
Dans la suite, il a e´te´ utilise´ pour e´crire l’e´quation du passage d’un fil ”rigide” par l’horizon de
Schwarzschild et e´tudier ses solutions. Je ne connais pas d’autres e´tudes concernant l’entre´ des
corps e´tandus dans les trous noires.
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